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| "Tine algebraische Gleichung nten Grades 
raten = 


we nach dem Fundamentalsatz der ee genau N: 


reelle als Aueh imaginäre Wurzel befinden, und zwar treten 
_ bei reellen Koeffizienten a, a, ...,.@, die imaginären 
2 ‚Wurzeln immer paarweise als konjugiert imaginäre Werte 
2: auf. Soll die Gleichung (x) = 0 nur reelle Wurzeln be- 
sitzen, so müssen die Koeffizienten a, @, .. ., a, der ge- 
 gebenen Gleichung gewissen Bedingungen genügen. 


si. Sämtliche Wurzeln sind reell und verschieden, wenn die 
= ‚Reihe I®)» Foo: FF (&)s :*:s f%(ac) eine Sturm’sche Kette 
bildet. 


ee 7 einer ersten notwendigen und hinreichenden Be- 
inung dafür, daß eine algebraische Gleichung lauter reelle 
Den besitzt, gelangen wir durch folgende Betrachtung: 
Es sei | 
as En fl) = Aa + A, u +... 4Ap 29 ul 
eine e algebraische Gleichung vom Grad n,, und wobei 
MMD>.  >mZ0ı 


„N, positive und ganze Zahlen sind. 














keiner an | Be. 
Bezeichnen wir mit W die Anzahl der; Vorzeich Er 

in der Reihe er Kr DER ’ 
Av, 4, As, ee Ak, BR; 

‘so ist nach der Definition des Vorzeichenwechsels F 


| i=k— 
w<— Din At) 


nn der Gleichung (1) © durch -z, so > geht c 
über in 


Wr =- MAR HrA u 
—+ a 1)" Ay ur e 

und es ist W’, die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der 
Reihe | 
—1)% Ay. (>: 1) Mm Ay, nr, mA, 

gegeben durch | 
i—=k— Pb: 


ei > N Ne: Dan (Ar Aryı) 
1) 2 > 


Bezeichnen wir mit P und N die Anzahl der positiven 


Belationane 
r=W-2u 
N=W 27 ve 
wobei 4; und 4s nicht negative ganze Zahlen bee 
Nach dem BuJdan-Fourier’schen Theorem ist nämlich die 
Anzahl derjenigen reellen Wurzeln der Gleichung u 


(2) f(&) = Wa” + a, arA— 2... =(, E; 
die größer als eine gegebene Zahl a sind, bestimmt durch = 
N(a) =W(ü) — 2 u. | 2 






Er Anzahl der Zeichenwechsel welche die Rene 
Fo), TE IE (©), - ., [9 (&) 


= x: —a Martiätet wobei etwa verschwindende Glieder. 
* er Reihe als nicht vorhanden betrachtet werden. 
x Die Anzahl a positiven Wurzeln der Gleichung MD) 













BADER) Er AT) 
Wir bilden diese Reihe für die gegebene dkinr, au 
FW) a) = m!As | ; Ber je 


_ m! 


| A (x) AS ET Ast 


ee : / - Re 
Be fn,) a RENT IE. N—N, ER ae: 
Ned). f (%) (Ro —_n 7 40% a N 1 A Bat 
(4) nn ee Or Ba ZH RA De 

: 3 ww: a pre | sr 1er ar 

3 a No / EEE 

ro) Beat Der No— Nr $ ne! Ar RER 

LE | @) ers, As Fee me Ar a 


Setzen wir nm für x = (,- so en die nicht ver- » 
I schwindenden None auf der rechten Seite unseres Glei- 
m! Ars +5 mel Ak 











in der Reihe 


in der Reihe 


M—- m) —- (WW)r2u Ar 


Ya (X); ne DE U, m @ R- un 


er N! Ay} ZusE 1%! Ak 


und da nach Voraussetzung EL ( lauter positiv Y 


Av, A,, As, Re Sg Ar, 
das heißt, es. ist in der Tat FIR 








Daß die Anzahl der negativen Wurzeln der Gleichung o Br & 
N= —.W 2 Us 


ist, geht daraus hervor, daß die positiven Wurzeln der Glei- 
chung (l’) übereinstimmen mit den negativ genommenen 
negativen Wurzeln der gegebenen Gleichung (1). BER: 

Bezeichnen wir mit J die Anzahl der i imaginären Wurzeln 
der Gleichung (1), so ist: 


J=m—P—N—m, Br: 
res n, die Anzahl der Nullwurzeln bedeutet; es ist daher: „x 


i=k— i=k—1 


3) (Mm Ni) — > 1 am (Ar 1, 


30) 09} Br 


5 ei u q 
Se — niHa—D)+ BR (A:: Airı) Cr 3 
i=0 


Indem wir 


hm —- ma —|1 


setzen, wobei also /, die Anzahl der fehlenden Glieder zwische x 





Le 


en bedeutet, wird. 





ne Au) a +2 




























Ist fi gerade, so setzen ir =fi 
Ist fi ungerade, so setzen wir a ana 1 
: ‘je nachdem syn (Ar- Ari) = + 1 ist. 


= “Wir bezeichnen 4, als die Lückenzahl und sehen, daß 
diese gerade gleich Ken "Ausdruck unter dem Summen- = 
% en ist. | | | > 
Es ist also: | 2 
i=k—1 
Ne > ,-+2u | 2 
| a Be 


en + A —:- AH 2 | ’ s Se 


Efbei bedeutet u eine nicht NE ganze Zahl und 
! wir 'haben den 


Satz: Die Anzahl der imaginären Wurzeln einer reellen, 
0... algebraischen Gleichung ist. um eine gerade, nicht 
Rs negative Zahl größer, als die Summe der Lücken- 
| zahlen. | 
= Aus diesem Satz, den wir nach Hurwitz als den Gauß'- a 
schen Lückensatz bezeichnen wollen, ergeben sich zwei Be- 
_ dingungen, welche notwendigerweise erfüllt sein müssen, .da- 
=. mit sämtliche Wurzeln einer algebraischen Gleichung | Be 
ok. (d=o+tar +2 -+: tm 0 i as 
5 reoll sind. | 


A endet in der Reihe der Koeffizienten 


do, 41, I DE Ya (mr 








wir den Gauß’schen Lückensatz an. 


werden. Aus dem Lückensatz folgt, daß dann 
















Glieder in der Reihe der Koeffizienten verschwinden. 2 
Diese beiden notwendigen Bedingungen sind nicht hit 
reichend, denn es kann die Anzahl der imaginären Wurzel 
ja immer noch eine gerade Zahl sein. : Ei 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir die reelle a 
gebraische Gleichung nten Grades 


(5) (du tı1 2 +92? + a 

welche die n» voneinander verschiedenen, reellen W urein 

a ee. ‚besitzt; 
-Die Gleichung 


Te +9)=0, 
und wobei t eine reelle Zahl bedeutet, besitzt dann ebenfalls 


n voneinander verschiedene, reelle re 
Es ist 


fat Pa r.. + Be. 
| = role 


ee 


Auf diese Gleichung mit nur reellen Wurzeln wenden 


x sei ein Wert, für den z. B. /’(&) verschwindet. Da 
nach Voraussetzung sämtliche Wurzeln verschieden sind, so, 
ist /(&) = 0. f”(&) darf nach dem Lückensatz nicht ver- 
schwinden, da sonst die Lückenzahl mindestens zwei wäre. 
Ferner müssen für den betrachteten Wert von x für die 
beiden Funktionen /(x) und ”(«) entgegengesetzte Vor- 
zeichen resultieren. 

Verallgemeinern wir diese Betrachtung für ein beliebiges E Re 
i aus der Reihe der Zahlen 1, 2,.., mn —]). 

Es möge für einen bestimmten Wert von e 


f9@)=0 


® 


| 2 n ee +0 
re 


: sm @)= = — sgn ft) @@) 















Daraus schließen wir, daß die Reihe 
n LEE; 9 (@) 
us eine Sturm’sche Kette bildet, und wir haben den 


Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die algebraische Gleichung » ten Grades 
[d-Hn tut” +. tm"—o0 


sitzt, besteht darin, daß die Reihe der Funktionen 
MRS Er CE 7, 


eine Sturm’sche Kette bildet. 


&: Daß diese Bedingung notwendig ist, ergibt sich aus der 
soeben gemachten Betrachtung, und wir haben nur noch 
den Nachweis zu leisten, daß sie auch hinreichend ist. 

“ Angenommen, die Reihe 


Deal (8), se 7% (%) 


bilde eine Sturm’sche Kette. 2 ix 
Die Anzahl sämtlicher reeller Wurzeln der Gleichung 
27 (&) = 0 ist nach dem Sturm’schen Theorem gegeben durch: 


WI) —- Wer). 


; Dabei heietien W (— 00), resp. W (4-©0) die Anzahl der 
Vorzeichenwechsel in der Reihe (6), wenn wir für x einen 
| Be  ‚eroßen negativen, resp. sehr großen positiven Wert 
Setzen, den wir mit — ©, resp. + 00 bezeichnen. 

Fir genügend große Werte des Arguments wird das 
Vorzeichen einer Funktion bestimmt durch das Vorzeichen 


lauter reelle, voneinander verschiedene Wurzeln be- 











des Koeffizienten des. Gliedes mit der höchsten Poten 


















Variabeln. 
W(— ©) ist also die Anzahl der Zeichenwechsel in K 
Reihe \ Re BE R 
(— 1)" sgn an; (— ni An; un : 'sgn An Es | 


das heißt DR, | BR 
w (+) ist die a der Zeichenwechsel in der £ 
Reihe = 2 | RE 
SIN An; SGN Ans- +3 SM = 

Fl heißt | 
Wo) = 

Die Anzahl der reellen, a Warseht der Glei- 
‚chung f(x) = 0 beträgt n, und da /(@&) = 0 eine Gleichung 
nten Grades ist, so sind in der Tat sämtliche Wurzeln reell. 


82. Die Newton’ schen Ausdrücke, 


Zu einer zweiten notwendigen Bedingung dafür, daß eine 
algebraische Gleichung nur reelle Wurzeln besitzt, gelangen. 
wir folgendermaßen: Ba 1 

Es sei “ a: 
IR ee Be, 
eine algebraische Gleichung „ten Grades mit den n oe 
Wurzeln &;, &, ..., &,, von denen einstweilen keine eine 
Nullwurzel sei, das konstante Glied a, also von Null ver- 3: 
schieden. E 
| Die zu diesen Wurzeln reziproken Werte erhalten. wir 3. 
in den Wurzeln der Gleichung 23 


(1) Ok ee Se | = 


Bezeichnen %ı, Y%, . . ., Y„ die Wurzeln der Gleichung. | 
(1’), so ist allgemein 5 
















s- S 7 2 u | 


EN en alle Wurzeln von (1’) reell sind, ist die Summe (2) E* 
“ notwendigerweise nicht negativ. Der Fall, daß die Summe ER: 
den Wert Null besitzt, tritt nur dann ein, wenn unter dn “ 
n ı Wurzeln = Y» Dany, Und somit auch Unter Bar 





= Die en me läßt sich en umformen: 


S 2 l:..M 
$s= 5 H-wW =D +2) er 
g i>k aka er 


ehn-—l) rar tm) 2 ty ie 

| TI TYyt Hamm Re 
=a—V(y-% a mer my THhrir - 
| + Ynyı + Ysye +: ' a x 


Fr = la da—2nama] 
\ & P 


ee Da S einen nicht negativen Wert hat, muß notwendiger- e 
weise | - 4 
Bo nr n—-Y)a}—2na dl) 


sein, wobei also das Gleichheitszeichen nur - dann BOstchE 
E wenn alle Wurzeln ER einander gleich sind. 
Die Relation (3) ist auch erfüllt, wenn wir d, = 0 setzen, ee 
was wir zu Anfang .unserer Betrachtung ausgeschlossen . j“ 
Be Babe, 
En Die Beziehung (3) D HE immer, wenn Te 


hr 









‚wir leicht zeigen können. 
Die algebraische Gleichung n ten Grades Io E 
















sodaß also 


u 


2 3 e ist. | a 
2  T(&) = 0 besitzt dann BL * Re; 
Er in x, eine (rı — 1) fache Wurzel | | 
” (ra Era 1) ) ” hr 
RE TER Bl EEE 7 EA R 


Ferner liegt nach dem Rolle’schen Theorem mindestens - 
je eine reelle Wurzel von f(x) = 0 im Intervall Gym Bi & 
En N = 

Die Anzahl der reellen W urzeln von BL (©) en Er beträgt « 

somit mindestens 


I ee. se ; 
=(n+nrt+:  ++wW—-l=n—l1l, SE 

und da /’(x) eine Funktion vom Grade (n— 1) ist sind also AR 
sämtliche Wurzeln von (&x) = 0 reell. Be 
Ganz gleich besitzt /” (x) = 0 auch nur ee Wurzeln 9, 


1 8.56 ; “ 
= Die Relation (3) ist also allgemein für die zte Ableitung 
B3 von "> Ar 


f)=% nr HET: nd AR «+ an 2" = 0 BR ni Se 
Sa | gültig. 
















= an 7 | 4 n. 
i atmet) tt et me 





Für u Gbichung vom Grad re mit nur 























w- — &) Br; en n- 2 a 1. “AR = 40, ee - 
ey | = 
unse | 

Indem wir in (4) k der Reihe nach 1,2, 3,.., m —)) x 
‚setzen, ‘entstehen (n—-1) Einzelbedingungen, deren linke Er 
' Seiten man als die Newton’schen Ausdrücke bezeichnet. ER 
 8ie lauten: | | | Se 

Füss 2 n 1 1 

2 — — D985—— . * " 

Be, Mb: 1 a = — A 
3% s / Rz Be Ni ER) a ie zZ 2 > 

"6J. s i . ; 

i a1 3 

Dr Dee. si 

: | ER 4 'T n-2' m 2.08 | | | 3 

und wir können folgenden Satz aufstellen: a es 
“ Satz Eine notwendige, nicht hinreichende Bedingung da- e 
für, daß die algebraische Gleichung nten Grades K 
WAS = tar + tm —0 E 
i zur reelle Wurzeln besitzt, ist die, daß die unter (5) si 
angegebenen Newton’schen Ausdrücke erfüllt sind. = 


un 









Help‘ daß sie nicht hinreichend“ ist, in 
vor, dab die Summe & 


= = 
Lu ö 






von der wir bei unserer Ian ausgegangen RE auc 
dann einen nicht negativen Wert besitzen kann, falls sich unte 
den Wurzeln %, Y» . . -, 4, und somit auch unter &,, 2 a 
©, imaginäre Wurzeln befinden. Be 
























Wir können die Unzulänglichkeit der Bedingung aue 
leicht an einem Zahlenbeispiel erkennen. | 





Die Gleichung dritten Grades 
fW)=9e 5er — Ast r=0 
E % genügt den Newton’schen Ausdrücken. 
re rer a —=9; »=—B5; 4 —4; HR 
er 3-83, >0; 16+3.5.7>0 
re | d— 3400; 24-43.4.9>>0. 
- Die gegebene Gleichung besitzt aber nur eine reelle 
Wurzel, die beiden andern sind konjugiert imaginär, wie 
ES man leicht sieht, da die Diskriminante der Gleichung einen 
— ? negativen Wert hat. x 
Es ist die Diskriminante K Rn 
Re. | D=Ü«4+18. 4 A, dt; — 4a m — Aa az 21700 
E 48910. Ber. 
also negativ. 


Berücksichtigen wir, daß sich Are Fall der Gleichheit i 
‘in (5) auf lauter gleiche Wurzeln von f(x) = O0 bezieht, und 
| schalten wir diesen Fall aus, so haben wir eine Überein- 
Bet: stimmung des Gauß’schen Lückensatzes mit den Newton’ sche v 
| Ausdrücken. 3. 








Di IN . 
k r 2 &2 « 
j £s 
Pr 13 
a . — — 
ar u ü 
£ Ar? > 


3 ie 1. Verschwindet nämlich ein mittleres Glied in der Reihe 
der Koeffizienten 


dog, Aıy Ag, '**, Am 


R so sind die beiden Nachbarglieder von Null verschieden und 
haben entgegengesetztes Vorzeichen. 


2. Es können keine zwei aufeinanderfolgende Glieder 
in der Reihe der Koeffizienten verschwinden. 

Betrachten wir nun den Fall lauter gleicher Wurzeln 
von /(&) = 0, und schalten dabei den Spezialfall der Null- 
wurzel aus, so behaupten wir: 

Besitzt die algebraische Gleichung rten Grades 


(du Tu 2982?’ +: ma" —=0 


eine n-fache Wurzel, die nicht Nullwurzel ist, so darf in der 
Reihe der Koeffizienten 


Ag, Ar; Ag, °**, Om 


kein Glied verschwinden. Die Vorzeichen der Glieder dieser 
Reihe bilden entweder lauter Folgen oder lauter Wechsel. 

Nehmen wir an, es würde irgend ein mittleres Glied 
verschwinden, so ersehen wir aus den Newton’schen Aus- 
drücken, daß dann notwendigerweise sämtliche Glieder der 
Reihe verschwinden mit Ausnahme von a, und a,, Jie jeden 
beliebigen reellen Wert haben könnten. Das widerspricht 
dem Gauß’schen Lückensatz, wonach in der Reihe der Koeffi- 
zienten keine zwei aufeinanderfolgenden Glieder verschwinden 
dürfen. 

Haben wir festgelegt, daß kein Koeffizient verschwinden 
darf, so sehen wir,. daß die Beziehung 
F k+1 n—k-+l1l 
Ahlers 


Apr: N, 


nur dann bestehen kann, wenn a,_, und a, , , das nämliche 
Vorzeichen haben. Es müssen dann auch notwendigerweise 











ren ne mit Br X 1 EN 





> 






Aus der analogen Gleichung. x 























r Oyr4 3 been er rn BR = Fr 
folgt, daß a, und a, ,. gleiches Vorzeichen haben müssen, 
und daher auch | m 

Ok+4, Ak+6, °*', Ak, Aka, °°* 


Be im Vorzeichen übereinstimmen mit a,. Je nachdei nun 2 
Ex und a, ,, unter sich gleiches oder entgegengesetztes Vor- 
er zeichen haben, folgt, daß die Reihe der Koeffizienten ent- 

weder lauter Vorzeichen-Folgen oder -Wechsel besitzt. 


>. 


[Zum nämlichen Resultat gelangt man durch die Ai 
fache Überlegung, daß 


[Wo tamEt tm ne 


ist, wobei a die n-fache Wurzel der Gleichung ’@ = 
bedeutet. ] 


$ 3. Kriterium, das aus der Theorie der quadratischen Formen Be 

folgt. 

Eine aan notwendige und hinreichende Bedingitas 

dafür, daß eine algebraische Gleichung nur reelle, ‚VOn- 

einander verschiedene ‚Wurzeln besitzt, hat Hermite auf- 

en gestellt. R 

| | j (2) 0 | 

eine Gleichung nten Grades mit reellen Koeffizienten, ü über 
deren Wurzeln wir noch nichts voraussetzen. | er 


RR ' Es sei ferner ®(&) eine Funktion von beliebigem Grad 
gnit reellen Koeffizienten. 



















Da 
u. ir bilden die Entwicklung des Bruches BT nn 


Bi der Interpolationsformel von ee ist: 








DR p() 
f@) -5 GERAEREN 


wobei &4, SE ... %, die Wurzeln der Gleichung rten 
Grades f(&) = 0 bedeuten, und 2 (@) eine Funktion höch- 
wi stens (rn —1)ten Grades ist. 


Ist ® (x) eine Funktion höhern als (nr — 1) ten Grades 


D(a)= 20) + 9@), 


wobei Q (x) eine ganze Funktion oder eine Konstante be- 
“ deutet. 


Setzen wir für & irgend eine Wurzel x, der Gleichung 
u (@) = 0, so wird 


ne | D (2) = pa). 

Es ist daher 

oa) _ SP) 
re a ee, 


ER = Da) 
In a) 


1 
C—ıTj 





Er + 0,07? ei: 17 Ka ad 
D(«) 


ee ist und bezeichnen wir den Teil der Entwicklung. von 


f@) 


Bi it negativen Exponenten mit 


Ra . 
” r > 
a I 


















I a) “ : | : X 
ie (“i) FR Tee 








oa) 
ee | Er 
\ 2 f (&) > 
; I Dlan)-ar 
Na) 
Setzen wir speziell | Log 


=, u 
so erhalten die Koeffizienten folgende Bedeutung: De 


N 


ien = 
Cı = X — 5 
iA . 
i=n { 
A 
6 = a Um, z 
| ; 


das heißt, die Koeffizienten gehen über in die & entsprechend 
Potenzsummen der Wurzeln von f(@) = 
Nun möge ferner 
k=m 4 


od) that Hmm —N) ar 
1) 


eine ganze Funktion von N Grad m— 1) sein, j 
deren Koeffizienten ti, tı, - . . Im_ı als willkürliche Paı ar 
meter angesehen werden. 

Wir entwickeln den Bruch 


D (x): ©: (x) 
f(@) 











nn 5 0%) 9) _ | 0) * a 


t; ty 2'** und nach (1 B 
To O2 u ; 
h=0.- oe a 

= > CH ar ititk | er 

i, k=0-(m—14) Ba 

 k=oo 0--(m—4) var We, 

== n a ah, >> C+i+k bi li. | Te 

1=—@m-—2) A; | EEE 

Bezeichnen wir in der Division = 

9 (%) | 2 

BI: fo) - j Mi 
den Rest mit ©,(«), so ist dieser eine Funktion höchstens ; ° 
(n—])ten Grades von der Form Si 
| 9) ttict. Hat, E 

und hiebei sind Y,, t’, ..., #„_, lineare, homogene Funk- R 
_ tionen der willkürlichen Parameter io, tu... Im a 
Da die Entwicklung der beiden Brüche X x 

® (2): 9: (2) . 

f(®) | 2 

D(2)- Ole) | | a 
Bee Be 

nach abnehmenden Potenzen von & für beide Brüche die | Ban 
 nämlichen Glieder mit negativen Exponenten der Variaben Eee 
ergibt, können die in (2) auftretenden quadratischen Formen a 
$: Er m Parameter t; | Bar 
0..(m-d ei WR 

A,= > Caritk &i br Br: 

uk 0 

E 

N: 

BRETEN , Mu 


auch gebildet werden aus den n Parametern ?,. Infolgedesser 


N NE 


R 














ist r,, die Anzahl der Quadrate der Form 4, mit ve 
schwindenden Koeffizienten, mindestens = ar —N. 


sein. 2 
Nun betrachten wir die er quadratische Form 


AlNnz—4) 

(3) 4=4= S Ci+n bi tk. 
| ik | 
Nehmen wir an, ®(x) und f(x) besitzen einen gemein- 
schaftlichen Faktor vom Grad v. Indem wir in (2) durch 
diesen Faktor kürzen, wird der Grad des Nenners auf n—v) 
erniedrigt, während © (x) sich gleich geblieben ist. r, die 
Anzahl der verschwindenden Quadrate der Form (3), wird 
daher mindestens = n — (n— 2). — v sein, A also keine E 
definite Form. | Er. }. 
Besitzt f(&) = 0 mehrfache Wurzeln, so läßt sich eine 
ganze Funktion G(x) finden, sodaß | 


f(@) = @*(&)-f(&) 


ist. Da dann G (x). /ı (&) eine Funktion höchstens (r — 1) ten 
Grades ist, ist es möglich, die n willkürlichen Parameter E: 
it, tu... t„_, so zu wählen, daß ” 


9a)= (a): fı(®) 
wird. Dann ist 
De)“ _ Bach Ho 
eine ganze Funktion. A müßte 2 für Werte der Para- E 
meter 2, ia, ..., Z„_, verschwinden, die nicht sämtlich 


gleich Null sind; A kann infolgedessen keine definite Form 3 E 
sein. | 


















b tze die» N Verschied tet Wurzeln &, Wa ree,,s Ternier 
‚seien D (x) und /(&) relativ prim. 


. Bs ist: 
0w: 9° Om 9: (2) 

















fo If) @— 2) = 
\ 000 D(x) 0% (a; I % 
8 = Q(@) a e 
EEE >} Bi Re ; 2 
_ und wir haben dadurch A Er. 
a in | er 
® IE : | 
Az De Sen (;) (Gi) x Er; 
iA f (Xi) ? 2 
dargestellt als die Summe von n Quadraten voneinander Be 
- linear unabhängiger, linearer Funktionen, denn: die Determi- 
' nante des Gleichungssystems £ 
N | | 9a)=h tt % ra a STE 
U Own Ha 
a 9) ht an: tin : 
: 1a ER a ee Re 
en I) EB RZ Rh en 
EERR See A s 
a 1 %n 2 ARE A i ; 
5 und da wir sämtliche Wurzeln als verschieden vorausgesetzt BE: E 
haben, von Null verschieden. Die Funktionen © (x,), © (x2), ee 
2. 0©(@,) sind lineare Funktionen der Parameter I, tu...» Hr 
tn—ı und wegen der nicht verschwindenden Determinante Be 
_ voneinander linear unabhängig. 3 2: 








u £ > “ e < : 3x E r a ” 

ae Ic x n) h 4e? ‚ i I Rn “A dc 

ea? > - F 2 4 a s > ER R 
ra ä s \ 2 e nz ’ \ _\ GN v 
u - N ; ? \ u” 
> P- s gr +; - =, “ 

N i BIS HT Font BR 

er t y * . Ä % Ä 
"Y a .” 


Setzen wir nun in der quadratischen Form HN 





PER, Br RN: 
—- ® (2) 97 (wi) ve 15,5 a Ei vs 
nun nm 
V®@ re 
2 f-&) Ir 2 
so wird 
in 
(@) aan 











keine ieh achen Wurzeln; ® (x) und / (x) sind : nein 
kann kein Glied der Reihe (4) identisch verschwinden. 


}: so wird Z n er ea een je nachdem a 
und /' (@,) gleiches oder entgegengesetztes Vorzeichen be- | 
sitzen. a 


Bedeutet (x,, &s) ein imaginäres Wurzelpaar von @) = 


so wird 
iR = P+ 0; 
und Pi A 
und Krb u 


das heißt: Besitzt die Gleichung / (x) = Oi imaginäre Wurzeln, 
so gibt jedes solche Wurzelpaar einen Beitrag von einer Ein- | 
heit sowohl zu der Anzahl der positiven, als auch zu der : 
Anzahl der negativen Quadrate der quadratischen Form A. 


Der Fall, daß A eine definite Form ist, kann also nur 
dann eintreten, wenn die Gleichung / (&) = 0 nur reelle, von- 
einander verschiedene Wurzeln hat, und ferner 


D(%;) 
f (©) 


füri=1,2,...,n das nämliche Vorzeichen besitzt. 








5 Setzen wir speziell ® (x) — f'(&), so ist 


oW_, 3 
fi) | Br. 


"also ositiv in jedem beliebigen Intervall, und A ist dann 
notwendigerweise eine positive Form, vorausgesetzt, daß 
f(@&) =0 nur reelle, verschiedene Wurzeln besitzt. Um- 
gekehrt, ist A eine positive Form, so sind unter den ge- 
machten Festsetzungen notwendigerweise sämtliche Wurzeln 
von /(&) = 0 reell und verschieden. 


Wenn wir also die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafür aufstellen, daß A eine positive Form ist, so 
‚ist diese Bedingung auch notwendig und hinreichend dafür, 
daß /(&) = 0 nur reelle und verschiedene Wurzeln besitzt. 


Berücksichtigen wir noch, daß c, cu % ... für 
P (x) =}’(x) übergehen in die Potenzsummen Ss, Sı, 53» » » - 
der Wurzeln von /(<)=0, wie wir zu Anfang unserer Be- 
trachtung gezeigt haben, und bezeichnen wir 


So 51 52 ha Sy 
:: | 54 5% .S3' "Sy 

Bi’ ee L 3 h == D; 
Sy Sv-+4 Sv+2 'S2v 


so haben wir folgenden 


Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die algebraische Gleichung nten Grades 


OEM At tm —0 


lauter reelle, voneinander verschiedene Wurzeln be- 
sitzt, besteht darin, daß D. D1rD,..8 4.2 ‚san 
lich positiv sind. 


ER 










g4. Eine Sn von | Laguerre, Be 
(Oeuvres de Laguerre, t. I, p. 5661, 
Eine weitere notwendige und hinreichen de R 


chung hat Laguerre aufgestellt. 
Es sei 
(1) A a, + a, arÄy+. ie en 08 


eine ganze, homogene Funktion nten Grades bezüglich der 2: 
Variabeln x und y mit reellen Koeffizienten. j Fr 


Indem wir 2 = 55 setzen, wird 


2) Fo) =WErta tt... +m—0. 


Es ist dann 


(aWrt 7 ) —yn F@) 





— 
Y 
gleicherweise darstellt und durch die Gleichung 
Zi La 
bestimmt ist, als den derivierten Punkt von P. 
ER | of 
re | 4 9 Y 
Es ist De ee 
| 7 BROT 
0x 
und da 


















N ee 
r of — m en 
ar“ n—1 Be a nA ( 
3y By 7 nt f 


ist, so wird 





® F (2) 
a (3) | zn 29 





Die Lage des derivierten Punktes können wir uns geo- 
_ metrisch folgendermaßen veranschaulichen: 


Fassen wir unter 2 einen genäherten Wert einer Wurzel 
der algebraischen Gleichung (2) auf, so wird nach der New- 
 ton’schen Methode ein besserer Näherungswert 2’ durch die 
Formel 

| Eee, F (2) 

gegeben. r Ä 

Es seien nun 2 durch den Punkt P, sein derivierter 
‘ Punkt £ durch den Punkt P und der Näherungswert ’, der 
sich nach der Newton’schen Methode ergibt, durch & fixiert. 
Man gelangt dann zu P, wenn man in der Richtung .PQ, von 
P ausgehend, die Strecke PQ n-mal abträgt. 

Gibt man in 

| ne, 

al y+6t’ 


wobei a, ß, y, 6 ganz beliebige imaginäre Werte besitzen, dem 
Parameter i alle möglichen reellen Werte, so bildet die Ge- 


h ebene abgebildet, einen Kreis. Geben wir { zwei imaginäre 
Werte t, und ts, so liegen die Bilder von 2 für diese beiden 
Werte auf der nämlichen oder entgegengesetzten Seite des 


; 


"'samtheit der dafür resultierenden z, in der Gauß’schen Zahlen- 












obigen Kr je nachdem die Koeffizienten den imaginäre 
Teile von t;, und ts gleiches oder entgegengesetztes h D: 
zeichen haben. 








re Wenn wir also in dem rin er h re a 
ka SER -s7- | 
(4) = — Be 
tyA I 


wobei ? = 





dem er t sämtlich mögliche reelle Werte Be bilden ge i 
die sich dafür ergebenden Werte von z in der Gauß’schen Br 
Zahlenebene einen Kreis, der durch die beiden Punkte 





of 
f & E* yYy 
z= — nd (== 2 
Yy DIET of 
Ä x 


hindurchgeht, denn: 


fürt=©o wird HE und Br: 





of 
für t= 0 wird e= — — r 
0% | | 
Indem nun 4 variiert, bekommen wir für die reelle: 


H Werte von t ein System von Kreisen, mit den früher durch ve = 
E P und P bezeichneten Grundpunkten. ER 
PS Nun betrachten wir die Gleichung: 


| REIN 
5 (8) Fe)=F n 0 
2 = | ty+ı a 


oder in homogener Form ee 


BE A RT ET u 7) ea Se BE 














| der Koeffizient der r—]) Er Potenz von ? wegfällt. 
0 Bsist: 


en Pt h; y+D = Ca ‚n+ N 


+3 la Br 2 =. = + al - e 


und daher. a = 


ae + | + rei +- 


Der Koeffizient von {"-' ergibt sich für unsere Glei- 
_ chung, indem wir setzen: 




















=; Bu Zi 


2 Er wird also: | 








u 2 ef\on x 
09% Y 0Yy. 9% | ; 
Da der Koeffizient der (n—1)ten Potenz von t ver- Di = 
schwindet, muß auch die Summe der Wurzeln der Gleichung Br 

Ä ® @ verschwinden. Bezeichnen wir die Wurzeln dieser Glei- : 





3 
| 
S 
a 
— 
s 
o 
uch a 


% 


Fe 


) 
de he. 



















n, > Ber us e 3 > 3 ar Dr je 
2% en 24 ; nn Ru | \ EN ; ! = RE | 
— 26 — Be: R 
SL so muß also a 
3} (a; + bi) = 0 Er a 
kA i ; Se \ 
und infolgedessen auch 
kn 
ar = 0 
kA ai 
k=n 
Nase 
DIR 0 
| 


sein, d. h.: Sind imaginäre Wurzeln vorhanden, so gibt es not- 
wendigerweise zwei solcher Wurzeln, deren KoofEizion ui wi 


und wir können nun den Satz harttellen: 


Ist eine algebraische Gleichung nten Grades gegeben, 
und legt man durch einen beliebig in der Ebene gewählten 
Punkt P und seinen derivierten Punkt P alle möglichen 
Kreise, so enthält jeder dieser Kreise, falls nicht sämtliche 
Wurzeln auf seiner Peripherie liegen, mindestens eine Wurzel 
der gegebenen Gleichung und in diesem Fall ist mindestens 
eine Wurzel der Gleichung außerhalb des Kreises gelegen. 


Speziell wird also der Kreis über PP als Durchmesser 
zum mindesten eine W u der gegebenen Gleichung ent 
halten. 2 


Dies vorausgeschickt, können wir den Satz er A 


Satz: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß die algebraische Gleichung nten Grades 
Wer tet tm=0 77 

nur reelle Wurzeln besitzt, besteht darin, daß jeder 


Punkt der Ebene und sein derivierter Punkt auf 
entgegengesetzten Seiten der Abszissenaxe liegen. . = 





Be te ai 











N hmen v wir an, es den P zu sein er nk 
a ‘der nämlichen Seite der Abszissenaxe liegen. Dann a 
ärı es möglich, durch P und P einen Kreis zu legen, der a 
B= anz. auf dieser Seite der Axe liegt. Da nun aber jeder a 
N N über PP: zum en eine ‚Wurzel der gegebenen 















nich P diesem Wurzelpunkt; und wenn wir P in De 
Nähe eines imaginären Wurzelpunktes wählen, so wird sich NS 
 P diesem Punkt so stark genähert haben, daß auch P auf | 
die gleiche Seite der Abszissenaxe zu liegen kommt, auf 


welcher P liegt. « 


Ber: 
ER 


werten benutzt werden. 












Il. Kapitel. 


Näherungsmethoden zur Berechnung der 
Wurzeln. 





8 1. Bestimmung von Näherungswerten, die sich einer Wurzel 
von der nämlichen Seite nähern. ER 


Die Methoden von Newton und Fourier, falls sie ange- 
wendet werden dürfen, sowie die Regula falsi bieten uns. ne 
bequeme Mittel, um durch Näherungsverfahren ziemlich rasch FE 
die reellen Wurzeln einer algebraischen Gleichung beliebig 
genau zu bestimmen, vorausgesetzt, daß man schon einen, 
dem wahren Wert der Wurzel nahe gelegenen Ausgangs- 
wert bestimmt hat. Eine Methode zur Bestimmung eines 0 
solchen Ausgangswertes in dem Falle, da die Gleichung 
/(&) = 0 lauter reelle Wurzeln besitzt, hat Laguerre ge- 2 
geben. Dabei kann seine Methode, wie wir sehen werden, x 
zur sukzessiven Berechnung von noch bessern Näherungs- = 


Es sei die algebraische Gleichung » ten Grades [@)= 
in der Form gegeben: 


ee) 


sind. 
Es ist dann: 


ae. 

















| E % ' Indem wir in (2) Hr Variabeln x einen Wert geben, der 
genügend dicht bei einer beliebigen Wurzel x, der gegebenen 


zu den andern Gliedern der Summe (2); es ist dann 

I EEE NER 

| fa) 0 — a ' 

‘wobei das Zeichen angenähert gleich bedeutet, oder 
1 

gr | f (x) 

und wir erhalten so die Newton’sche Näherungsmethode. 
Laguerre ist in seiner Untersuchung nicht von der Gleichung 


@ ausgegangen, sondern von der Gleichung (3), die wir er- 
halten, indem wir > nach x differenzieren. 


Bezeichnet %, wieder Er eine der Wurzeln der Glei- 
. chung. (1), so ist: 





Ik — 








ee 


X% — x 








SEEN LET? 


s v> Abszissenaxe, und tragen von ihm aus nach links und rechts 





; s RE EEE, 
Sa a 
— log ap + log (a m) + log (= — 22) +: + loy(e — an) 
ae nn 
dot @l AREBS E—U 10—4 BEE C — In 
AS. f ra) w—m 


Gleichung (1) liegt, wird SER sehr groß im Verhältnis 


das heißt: Wählen wir einen beliebigen Punkt © auf der 



















nn, eine Strecke ab, als Länge gleich. dem absoluten. en Be a ee 
ee yon = er 
| | ee Be 
Ai punkte mit li en B, so liegt im Intervall A — B Kane Wurz IE 
der gegebenen Gleichung f(x) = 0. Die beiden Werte 
und B geben uns je einen Näherungswert der unmittelbaı 
unter x und der unmittelbar über & gelegenen Wurzel von (1) 


Wir treffen nun folgende ee Haben 


—— ist, und bezeichnen wir die so erhaltenen En 


a) ne Clafkhine enthält, so sagen wir, daß A und B 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung eingrenzen. BR 

Enthält hingegen jedes der Intervalle A— B und B- 2 
zum mindesten eine Wurzel der Gleichung, so sagen wir, daß” 
= A und B die Wurzeln dieser Gleichung trennen. 
« Zu einer allgemeinern Beziehung, als der soeben 
ae leiteten, gelangen wir, indem wir von der Identität use eu 


di Se) - SIE + RR 








Aw—a — (x — zı)? 
wobei & eine beliebige, reelle Größe bedeutet. 
Es ist: 
IE=-Ddta- WE u Eat an +2 Et 
> (2 — &)? = (u > 


i—1 


erh, Ha - 


i—A 


ee 
ne) + anE-t reR 
| Ve 
(5) - BIHG-IT HE Def), 









ß sein, In, sodaß also 
Re T@, ME 


ist. Dann wird 











OR 
a 
RE 
= =nf—xf und daher 
cf RE RT a 
0 af =uf, 
Die Hesse ’sche a H von f(&, Y) ist definiert durch 


SLTENOT, 

—1 272 dxz-dy 
On—1| 9 af 
gox.ay Ay? 





Za erlerera 
may —-2m—Vaf Haft] 
U a en VER 
ehe Yirr-a-Wr 

@ u @-Ufi-arr. 

‚Vermittelst der Relationen © und (7) geht die Gleichung 

















AA Ns n)EH 
a 2 „f ry +2). 
TEEN nf? | 
3 Ee re. 0 E ap 




















"gemachten. Vorstasetälng über die Wurzeln. ‚von 
wesentlich OL Wir bezeichnen ihren gemeinsam 


E—X\? 
(9) ae (try. oder 
(9) PEP@ RI E g 


wobei & einen beliebigen, reellen Wert. haben Be 


der Gleichung (1), so geht x 


Fe 


also in ein Glied der Summe (8). Da sämtliche Glieder die : 
Summe positiv sind, so ist : 


RER = 
) Pie > 2, 





und = iRila u — (ER DO. 


Setzen wir hingegen X = x, so wird 
= (u), 

also sicher negativ. a 

Daraus können wir nun folgende Schlüsse ziehen: bi ; 

Wir denken uns die sämtlichen Wurzeln der Gleichu 

7 (x) = 0, entsprechend ihren numerischen Werten, als Punk 


einer Geraden fixiert, ebenso den Punkt ©. X betrachten 5; 
als einen a) Punkt auf dieser Geraden. | 





die Funktion @ eine Nullstelle, bevor X mit der unmittelbar 
=über: oder unmittelbar unter x gelegenen Wurzel zusammen- 
- fällt, da dann @ einen positiven Wert besitzt. Die beiden 
- Wurzeln der Gleichung (9), die wir mit X’ und X” bezeichnet 
hatten, müssen also in dem Intervall zweier aufeinander- 
 Zolgender Wurzeln der Gleichung (1) liegen, in welchem auch 

& gelegen ist. Sie sind aber den unmittelbar über, resp. unter 


x gelegenen Wurzeln näher als der Punkt «. 


Insbesondere folgt daraus, daß, wenn & größer ist als 
die größte der Wurzeln von /(&) = 0, oder kleiner ist als 


die kleinste dieser Wurzeln, die beiden Größen A’ und A” 
eine obere und untere Grenze der Wurzeln von / (x) = 0 


bilden. “ 

 Bezeichnen wir mit a und P zwei aufeinanderfolgende 
Wurzeln der Gleichung (1), und ist x ein Punkt im Innern 
des. nee rvalles a— pP, so sind in der Reihe 

ER AHA | 

die Glieder geordnet nach zunehmenden, resp. abnehmenden 
Werten, je nachdem «a die kleinere oder größere Wurzel ist 
als Be 
er Diese Eigenschaft besteht, was für einen reellen "Wert 
der willkürlich gewählte Punkt £ haben mag. Es wird zwar 
die Lage der beiden Wurzelpunkte X’ und X” von der Wahl 
von abhängig sein, immer aber wird von den beiden Punkten 
X’ und X” der eine im Intervall «a — x, der andere im Inter- 
vall x — P liegen. . 
| 'Fassen wir in der Gleichung (9) X. als einen gegebenen 
Punkt auf, so ist diese Gleichung quadratisch in Bezug auf £. 


Jedem Punkt X entsprechen dann zwei Lagen von &. Es 





_ können aber nur solche Werte von X’ und X” in Betracht 
kommen, für welche die Gleichung (9%) reelle Wurzeln liefert, 
also die Diskriminante bezüglich € in dieser Gleichung positiv 
oder höchstens gleich Null ist. Den Grenzfall erhalten wir, 
indem wir diese Diskriminante gleich Null setzen. 
























E Die aka, on, ai aundraisch Gleich 
R gesehen, lautet: EN kr 
ie EN (10) £2 [8 +H ES > a +2E 9% FAR ER 
u En nf’ 
TEL +. ale 
Fe — 
| S nf? 2 
Bchrauehens wir zur Abkürzung die a FR 
a, 
9? ee 
| ee a u 
gi | 
gay hehe 


UBER kath the H+teH? Are 







so ist die Diskriminante von (10): 


ee e-a- + x] ber 


he t+2?H % 
ap &=e 





— 2 : 


Soll D verschwinden, so muß 


ehe —2efn H+@H 


4 ie 
nf (X —%) taxfa—eH 


n? Pr 


ELRN = (X — 2)? + X? 
sein, oder | 
"A(X—2)? 


et + HI + HK) + KH fo) 


IR DR 
He“ y j Be E Ä eR 
en a 

=.7 5 . . = 


Kt = DK H 
















X fi +h=+# K-E)n — I) H 

1 Indem wir in (11) x = © setzen, werden wir zwei Werte 

X’ und X” erhalten, zwischen denen sämtliche Wurzeln der 

gegebenen Gleichung (1) liegen, das heißt, wir haben eine 

obere und eine untere Grenze der Wurzeln dieser SLEIIUNZER 

bestimmt. 

| Um die Denn dieser Grenzen durchzuführen, 

müssen wir noch die Hesse’sche Form der Funktion f(x) be- 

rechnen, die in der Form | | 

fd)" ti + tm —0 

gegeben sein möge. 

Es wird 


 H=(m—Vf?—nff 


Born e mar? e) nn —- )a0r 
+ m— 1) n— 2) a2"? + (m —2) (n— 3) a, +] 
Wir brauchen zur Bestimmung der Grenzen der Wurzeln 


nur den Koeffizienten der höchsten Potenz von & in H, welche 
© eine Funktion höchstens (2n — 4) ten Grades ist. 


Hz I(n=- UV) [m — Va? +2nn —2)aoa] 

E: — n(n —2)(n— 3) Re 
RE — n? (mn — 1a az} a? + - % 

ne /n— era 

Setzen wir nun in (11) x = ©, so wird 


e 2 (2) n 3 In En - Un Da: — 2na,a/] 


= (n—]1) na @""!+m — 1a, 2"?+(n — 2) de er TB ]2 E 

















Da H eine positive Fon ist, sind die beiden Wi 
4 X’ und X” dieser Gleichung reell, und sie geben a 
obere und untere Grenze der Wurzeln von (d):« e. 
Kehren wir wieder zur Gleichung (11) zurück ai 1 ssen 
9% beliebig. REN | .e 


Es ist: 
| Xi +tk=X-of nf 
und somit 


K—-e)f Ka e + Ka ym vH 


oder nach (X — x) aufgelöst und für 








H= mn Dfe—nff 
gesetzt | 
a ee 
(13) = + Yo =D nm De 
nf 








a, + Yn — 1)? nnd 


Diese Gleichung besitzt die beiden reellen Wurzeln x 
und X” und sagt folgendes: he 
Ist & ein beliebiger, zwischen zwei sufeinanderfolgenden 
Wurzeln a und ß der Gleichung f(«) = 0, gewählter Wert, 
so liegt von den beiden Wurzeln X’ und X” die eine im Inter- 
vall a — x, die andere im Intervall «& — ß; und zwar liegt von .» 
den beiden Werten X’ und X” der eine näher bei a, der I 
andere näher bei £ als der willkürlich gewählte Wert 2 
aber beide noch innerhalb des Intervalles a — Be | = 
Bezeichnen wir den Ausdruck 


nf 
DS Te ee 
als die Korrektion, so wird diese positiv oder negativ sein 
müssen, je nachdem wir, von x ausgehend, die nächst obere 


oder nächst untere Wurzel der Gleichung 7 (&) = 0 berechnen 
wollen. Wir müssen daher die Quadratwurzel, die im Nenner 
































N auftritt, entsprechend diesen beiden Fällen, mit dem gleichen 
a ‚oder ‚dem entgegengesetzten Vorzeichen von / nehmen. 
Haben wir durch die Formel (13) ein erstes Paar von 


kleinere Wurzel sein möge, so können wir, indem wir X’ resp. 
ER als neue Ausgangswerte wählen, in gleicher Weise einen 
noch bessern Näherungswert der nächst kleinern, resp. nächst 
größern Wurzel der Gleichung (1) bestimmen. Wir können 
aber auch zur bequemern. Berechnung an Stelle des ersten 
> Näherungswertes einen geeigneten zwischen A’ und x, resp. 
3 zwischen & und X” gelegenen Wert nehmen. 

Diese Methode von Laguerre besitzt den Vorteil, stets 
_ anwendbar zu sein und gute Näherungswerte zu liefern; sie 
hat aber den Nachteil, daß man kein Maß besitzt für den 
Fehler des berechneten Näherungswertes bezüglich des wahren 
‚Wertes der Wurzel. 

r [Anmerkung: Durch eine von der soeben besprochenen, 
verschiedenen Untersuchung ist Charles Hermite auf direk- 
terem Wege auch zu dem von Laguerre gefundenen Resultat 
gelangt. (Oeuvres de Laguerre, t. I, p. 461-—-468.)] 

Wie gut die nach der Laguerre’schen Methode berech- 
neten Näherungswerte sich den wahren Werten der Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung nähern, erkennen wir am 
- besten an einem Zahlenbeispiel. 


Wir betrachten die Gleichung 
f&@) = x — 22 — 115 2? 1 260 x? + 2964 2 — 6048 — 0, 


welche lauter reelle Wurzeln besitzt, die im Intervall 
0 _ 10 gelegen sind, da die Reihe 


Fe 2.10), 14688 
* Fl 10) = 421964 
f" (— 10) = — 14980 
f" (10) = + 5790 
f!(-10y—=—. 1248 


0% (—-10)=+ 120 


ee newerten X und X” gefunden, und wobei A” die 














5 Vorseichenwachgel aufweist, ahkend ne Reihe 


Hm =+1B 0008 

(+10) = + 15664 0 Se 

f?: (+10) = 11220 

 +H10)=+ 4830. 

fP’+0)=+ 1152 

f’(+19)=+ 120 
deren keine mehr enthält. 


Als Ausgangswert zur näherungsweisen Bestimmung 
der kleinsten Wurzel wählen wir — 10. Die Korrektion wirt 
dann positiv sein, die Quadratwurzel ist also mit, dem Vor. 
zeichen von / zu nehmen. 








ge in 2 
Zr et Ye 
5. (— 14688) 








X, =—10+ 
SS PT ME -Y16- 21264? — 20 (— 14688) (— 14980) 


Als Ausgangswert zur Bestimmung eines zweiten Nähe- 
rungswertes wählen wir — 9,014. Wir dürfen X, =— 9,01 
setzen, da /(&) im Intervall — 9,014 - — 9,015 ga Vor 
zeichen nicht wechselt. 

Dadurch erhalten wir als zweiten Naher 





BE a ar Re 
| (9,019 yı6: fr (— 9,014) °— 20. f(— 9,014). 5 
m 5. (— 126,6235) 28 
— 9113,5644 — 16 - 9113, 5644? — 20 . 126,6235 085 5 
— — 9,014 + 0,0139996- - - = — 9,0000008. = 
Der zweite Näherungswert 
X, = x; = — 9,0000003. 





stimmt mit dem wahren Wert der Wurzel, weichen ES 2 ist 
€ auf 6 Dezimalstellen überein. 


fW)=--604 a 
 f (0) = + 2964 | a 
"(0)= + 520 | | Sr 

"(0)=— 690 i ER 

Br 48 
BER er) L 190 
noch 3 ‚Vorzeichenwechsel besitzt, liegt eine Wurzel im Inter- 
 vall —9 0, und wir benutzen den Wert 0 als Ausgangs- 
punkt zur Berechnung der unmittelbar unter 0 und der un- 
mittelbar über 0 gelegenen Wurzel der Gleichung f(&) = 













Es wird 
N 5. (@ 6048) 
|  — 2964 + 16-2964? + 20 - 6048: 520 


— 30240 
— 2964 + 14264 


XK=175-. X = — 267.. 





Een 





© Der Wert X, =—-2,6, als neuer ussangswert benolek 
1 R ergibt: 
| 5.f(— 2,6) 
IC 39 + Vis.f Cop —@. 29)" GEDE 
5 (— 10185,77) 
Zu 351,104 + Ks 351,104? + 20. 10185,77 . 1800,29 
26-26, = 52. 

















Ein weiterer Näherungswert ergibt sich folgendermaßen; 
b-f(-- 5,2) 
—f (5,2) + Y16./f’ (5,2)? — 20-.f(— 5,2).f" Be 
5 (— 3524,84352) | 
Ir 4288,128 + Y16-4288,1282 + 20-3524,84352: 646,88 
Bo 07... — 6,916. :. 


+ 





Bol 








X, 5,9754 - 


X, 















Indem wir nn ae 5 97 5: Eur Ausgangswert 
erhalten wir: 

er 5.975) | 

F (= 5,975) + Yı6-yy : [f' -5,975)]? — 20: f(—5, 975): 1 SG 

..5(-— 109,359184365234375) 000. 


4380,552623046875 + 16: — 20 109,35 480, ‚2596 T 
— 5,975 — 0,0249989 .:— — 5,9999989 , 


— — 5,9754 





d. h. einen Wert, welcher vom wahren Wert der We de | 
—6 ist, um weniger als 0,0000011 . .. differiert. | 
X,=1,75 als Ausgangswert zur Berechnung der un- 
mittelbar über 0 gelegenen Wurzel benutzt, ergibt: 
5.f(1,75) | 

— (1,75) + Yı6. Ir (1,75)? — 20-f (1, 75). .r (1,75) (. 75 
5 5 (— 683,47285) r 
—= 1175-4 - 
— 2821,457 — Y16- 2821,4572 — 20.683,42285. 658,8 

—=1,75 + 0,2493- - = 1,9993 


Der genaue Wert der Wurzel ist 2. | Ä 
Da im Intervall 2-3 keine Wurzel liegt, Deren ; 
wir nun, von 3 als Ausgangswert ausgehend, die zunächst 
über 3 liegende ‚Wurzel der Gleichung f(&) =. | 


LTD 














—f' (8) + Y16. /f’ (8)7? — 20. f(8)-f" DE 
Ar aa 5-2160 


= La ke: 1608? + 20.2160.1226 
—3+13::.—483. 
| -Als neuen Ausgangswert alaR wir Ser einfacheren 
Rechnung wegen 
X, =4. Dann folgt: 














I ER DIOR am. 
| -—f'(4) + yl6- ff AP — 20.) ar 
5.3120 
— 292 + YI6- 2 3120. 1344 
=4+174.. oA 
















fe TER . er HA 
er a 
j ; N; se es i 
& | = 41 
3 = = a £ b: ä > N RN £ 
b, ed NE 
ER 3X 6,7 7 ) 











n 6 N + - Y16./f' 6,7? — 20-76, 7). z (8,7) 
2: | 5-1902,72537 

2% "1484, 159364 ke 1484,5935° + 20: 1902,72537.488,9 
= 1,07... — 6,77. 








en 
es a @ 77) + + V16- [t' (6,77)7? — 20. f (6,77). f” (6, 17 
de = 5-271,752735 
B; 1306 ‚986764 125 1306,9. -2— 20.271,7. - - 954,48506 
e iu BE 0,225... = 6,995. “ 

















Indem wir 6,995 als Deren wählen, finden wir: 

5: (6,995) 

er (6,995) + Y16- /f (6, 995)? — 20. f (6,995) -f” (6, 995) 

95 - 5- 5,217135145621875 2 
1046 ‚46091496875 + V16. 1046,8- -2— 20-5,217-- . 1364,4398975 : 

















Der wahre Wert der Wurzel ist 7. 
‚Die letzte Wurzel erhalten wir in der unmittelbar unter 
= 10 iegenden Wurzel. 
ne 5-f 0) 
u =, «o E: V16- /f’ 107? — 20: fuo.f” ao 
| 5.14592 
Dora 15664 — Y16. 15664? — 20. 14592. 11220 
1 en 8,2. 











N 5.f(8,3) | 

E Zr -f&, + V16-/f’ (8,3)? — 20-f (8,3) -f” (8, 3) 

en 5.607,83723 

5 2667, ‚8145 — /16. 2667,81452 — 20-607,83723. 4575,38 ‚38 
— 8,004. . 




















f. 


SD. = 8,0014 - 








5-f(8, 004) ; 

_ £ (8,004) + Vi. any an nam 
5.5,7416615137290%4 

—1442 a 1442,8-. .?— 20-5 1a F Zen 












=8004+ 
























e = 8 ‚004 — 0,00399998- - - — 8,00000001. - | 

e Die durch Näherungsmethode berechneten Wurzeln der | 
u Gleichung 
3 na = 2 Ub BER 2602? + 29647 — 040 

E: sind somit Ä 

x j De 9,0000003 - . (—9); 

x, = — 5,9999989- ..(—6), 

e X 1,9993 . (2); 


6,99999994- - (7); 
= 8,00000001-- (8); | 
=. | wobei die een Zahlen die genauen Werte sind. 
In einem zweiten Beispiel berechnen wir die größte 
Wurzel der nten Be! 
in R Die nte Ne lautet ee Jakobi Ps 
E 
amt n- 


& 
1 
| 





u: 2. Pı(a) „rn 


oder auch 
.1.3.b...(2n —]1) n(n—1) 5 RE 

Dabei rn ee; 

n(n— 1) (n— 2) (n— 3) BR | B; SER 
Er au 24a DH :e) 
Ri EHER und die Gleichung “ 
R. Pr (2) = 0 Ba: 
iR | besitzt n reelle, voneinander verschiedene Wurzeln, die säm 
| lich im Intervall —1---1 gelegen sind. Wählen wir als 




















Ss en, + nen) En Nee 
Bolt für c=]1 

P(l)= Pl) 

Er und dam wir für n setzen n—1), n—2), .. ., folgt 

# Phl)=PR2l)=.=BRV)=-PMV)=-1. 

u Aus der Differentialgleichung der nten Kugelfunktion 
Br Dma-ematretnmnea= 

E folgt 1 füre-l. 





ch 
Ahr 


le 


a. 


| Durch einmalige Differentiation obiger Gleichung er- 
; halten wir: 


—22) Pa” (2) — 9% Pa” (&) —2 Pa’ (9) — 2% Pu’ (a) +nm-+1) Pr es —0 
und für 2=1 gesetzt, ergibt sich: 


k 
E N et u; Pr 2 $ “ 
“ € jr 2 Pi ö 1 24 A 
\ x E Fi h E cn LM 
5 x NEIN + * ce fi - ae An x 
s x 2 >. PT 5 4 FF < 2 PE EN ar RE Fe? 
4 ar h2, N. nr % PEN ’ RR wi n,2 ; “ Er 06 k 2 
Era re, h Fan. a ee a er wre er a ml A er w F pie “ x 
WEN re De Fi Ve Te EEE Br BE N Na R 
Sr N Mrs In nn a BT, A KIEN 1.2 Pa CS pn > DER REN R 
> I Yo en ET RR y un A ae. N j - 
a } = er Are Ne DRIN AT, r 


A Re & AIR AR: i 
a aa a Jap 2 uEr 


u; 


DE 
RT € CY Si? 








N 


= 0 yet 1? _ "Rn +2) 
TREE 4 Er 















Br 2 - 2 - . 
ya) Ye» 











Reihe nach 1, p) ERS 7. 


[Die in eckiger Klammer stehenden Werte Sie di u 
Gauß auf 4 Dezimalen berechneten Werte der Wurzeln. 














Bern: | 2 E, = 
Br n=2, X =-l-- ———— m 0,57785. 
2 ->83+J3 V3 | 
3 Diese beiden Näherungswerte stimmen mit dem. wahre 
5 Wert der Wurzel überein. 
et N ee ee y 
2-6 | ; 
X=1l-— n — = 08818. [0,8611] 
| 5+3y10 
n=5: X=1 a 0.9069. [0 N Be 
3+ayl5 Ä 
N = 5, 31 [0,9825] 
| 7+5y2l 
Ks | Rn), Sen 9491] 
En 43728 


von beiden Seiten nähern. Sr 

Eine zweite Methode von Laguerre zur Be SE 2 
Wurzeln einer algebraischen Gleichung mit lauter reellen 
Wurzeln durch Näherungsverfahren Pralen: wir durch fol | 
gende Betrachtung: 


Gleicherweise wie man eine Reihe von Intervalle be % 
ge stimmen kann, die keine Wurzeln der gegebenen Gleichun; 
=D | /(&) = 0 enthalten, kann man auch eine Reihe von Inter 

BR vallen bestimmen, die zum mindesten eine Wurzel diese 
Gleichung enthalten, während zum mindesten eine Wurze 
= außerhalb des Intervalles liegt. 


I 




















| " .. THE! 2 nf =0, 
so trennen die a Größen £ und & die Wurzeln der Glei- 
; chung /(&) = 





_ Die Gh (1) kann umgeformt age wie folgt: 


= Ir er e- dl JE JR a 
® _ Zur Homogenisierung dieser Gleichung führen wir die 
Größen y, n und n’ ein, deren Wert gleich der Einheit 
‚sein soll. | 






se 
nf—«f u 


Br: 


Dadurch geht (1) über n 
DasE ll Far, Kr a a et 


_  Unterwerfen wir in dieser Gleichung, die nur Kovarianten 
: der Form. F@, Y) enthält, die Größenpaare &, Hi EN und 






ei: . Variabeln x = ©© und gi =0 werd = 
| ‚Da wir H früher berechnet haben als 
mn YDa— 2naa]ar++-: 


EEE Bett FR ER a ESSEN SEE RT 2; EEE 
ve N A ED BR A NETTER RE na EA d RI NETT ee RE Re TREE a An a 
“ , a re Ne a ” rent Na N EN, DE 2 a E Ir 
da Dach KR IS FrsrEaz u: en BT Se I £ AR 2 rt Br N (. 


-, 











1 geht & dain üben: in. ; EEE 
ea & 






Bezeichnen . wir die Wurzeln der Gleichung Fo) — 
ny %2 REN 






und somit 





(8) 5) [@i- —5)u]=09. 
: iA 

Die Summe (3) kann nur verschwinden, wenn einzel 
der Produkte (x; —&)x, negativ und andere positiv sin 
oder anders ausgedrückt, wenn einzelne der Wurzeln x; im 
Intervall O-&, und andere außerhalb dieses Intervall : 
liegen. = 

[Würde die gegebene Gleichung f(x) = 0 eine nach 
Wurzel besitzen, was wir ausgeschlossen haben, so müßte 
notwendigerweise auch den Wert dieser Wurzel besitzen.] “ 


Indem wir & einen bestimmten, reellen Wert ee un Bi E% 


























iedenen. Wertepasren & Be eine _Punktinvolution, deren 
ae durch die Gleichung | | | > 








7 


3 = 2 sE); Hua) Be 
















als Ordinate. 


- Wandert m auf der Abszissenaxe, so durchläuft der Punkt > 
M in der Ebene eine Kurve C', und wir behaupten: $; 
e Legt man durch irgend einen Punkt der Kurve Ü, zwei 
nander senkrecht stehende Geraden, so trennen die 
"Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit der Be 
die Wurzeln der gegebenen Gleichung /(x) = 

Die Gleichungen zweier beliebiger solcher a durch 
einen. Punkt der Kurve C, lauten: F: 


A 244,57 


a 
I 
ZIR 
| 
S 
Fan 
m 





Er 





Br trennen, so müssen sie der Gleichung (3 genü 
ae Bemerken wir noch, daß 2 3 
a 5 f?+ H=n(f:— Fr). Se = 


ist, so wird: E | de : 

erra=rr)(-una=in) e. 
+ [nal =») 2er m or 0-20 
tale VA-PVD+ PR va ‘a 


a Be 
Dr. 
a Die ausgesprochene Behauptung ist also in der - 
Kr richtig. 
ur Laguerre ist offenbar durch folgende Betrachtung r 
diesem Satze gelangt: Pe 
Bee . Bilden die Punktepaare &, &, &, &, ... eine Involut ): 
auf einer Geraden, so gehen die über 5, &, &, u... 
Durchmesser konstruierten Kreise durch zwei feste Pun. 
Im gegenwärtigen Falle ist M einer dieser beiden fi: nn 
Punkte, der Spiegelpunkt von M BIN der Absziss N- 
I linie der andere. 
Be: | Nehmen wir nun an, wir hätten ein Intärsail. a - ‘B b 
Be Er stimmt, welches nur eine Wurzel der gegebenen Gleichun 
Rs; | f(&) = 0 enthält, und einen Punkt M, der durch die B 
ziehung (4) definiert ist, so gewählt, daß er in das Inne 
des Kreises über AB als Durchmesser fällt. Ziehen w 
durch M die Senkrechten zu den Geraden AM und B 
so mögen die Schnittpunkte dieser beiden Geraden mit 
Abszissenaxe mit A, und B, bezeichnet sein. Die Wurz 
von f(x) = 0, welche im Intervall A- B liegt, ist nac 
en BIN TESREUENN auch in den Intervallen A = 





















I EEE TU N I 
ee eG 
> IERAR EN 





samen Intervall B,- 2A 

























| Die beiden Werte A, und B, bilden ein erstes Paar 
z von Näherungswerten der gesuchten Wurzel und sie werden 
"umso näher bei der Wurzel liegen, je näher auch der Punkt 
5 M dieser Wurzel liegt, oder je kleiner die Ordinate von 
= M ist. 
22 Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß 
diese Methode anwendbar ist, besteht darin, daß der Punkt M 
- im Innern des Kreises über AB liegt. 
ER Es wird immer möglich sein, solche Punkte zu finden, 





legen, so rd M sich a Wurzel so stark genähert 
“ haben, daß M in nn Innere des Kreises über AB zu liegen 
zu kommt. 

€ Um die Keesaee einer Wurzel durch Näherungswerte 
praktischer zu gestalten, hat Laguerre eine zur Anwendung 
_  bequemere notwendige und hinreichende Bedingung aufge- 
stellt. Sie lautet: * | 

| Die notwendige und hinreichende Bedingung für die 
Anwendbarkeit der besprochenen Methode ist die, daß so- 
= wohl der Punkt x, als auch sein derivierter Punkt 


; n fa) 
a) 




















Wir nn Richtigkeit A Satz act nach- 
weisen, indem wir zeigen, daß der über xl als Dur. ch: n 
beschriebene Kreis durch den x zugeordneten Punkt M: 

 durchgeht und somit die beiden Geraden M& und 4 | auf 

_ einander senkrecht stehen. 































= : | DE ER AR | f 

= (ee: ef; A 
Ben H—- ("+ D)+f?=0 e = 
E27 Be 











Br Tnnerh ie Kreises über AB. : 
BES Dies vorausgeschickt, können wir folgenden Satz aus- 
us sprechen, der uns eine Methode zur sukzessiven Berechnung. 

x der ‚Wurzeln durch Näherungsverfahren liefert. 





P Satz: Es si AB ‚ein Intervall, welches nur die eine 
; | Wurzel € der gegebenen Gleichung ?(&) = 0 enthält 
ER und a, ein Punkt dieses Intervalles, so N» daß 
Bes: 0 ...der) Punkt 

| - PR (@,) 
=R (q:) 











gr R nur um den Satz, Pen Ro heren zu nen 
RS en ae In Mae se e 
uf + sein. Die Senkrechte durch den a, zugeordneten 
> Punkt Ma, zu der Richtung BMa, möge die Ab- 
 szissenaxe im Punkte a; treffen; die Senkrechte durch 
Ma, zu der Richtung BMa, schneide die Axe in a, 
Ur SL. | 
Indem wir so fortfahren, erhalten wir auf der 
Axe eine Reihe von Punkten a, a, ..., a, die 
‚sämtlich auf der gleichen Seite der gesuchten Wurzel 
liegen und sich dieser zugleich immer mehr nähern. 
Um eine Grenze für den Fehler zu haben, der besteht, 
indem wir bei einem bestimmten Glied «, unsern 
Prozeß abbrechen, brauchen wir nur die Senkrechte 
durch den Punkt Ma, _, zur Geraden 4Ma,_, zum 
- Schnitt mit der Axe zu bringen. Ist f,, dieser Schnitt- 
punkt, so liegt die gesuchte Wurzel & sowohl im 
Intervall 4 — P,„ als auch im Intervall a, — B und 
daher notwendigerweise im gemeinsamen Intervall 
nn 
x Um für die rechnerische Durchführung eines Beispiels 
z eine bequemere Anwendung zu erhalten, schlagen wir einen, 
von dem soeben beschriebenen, etwas verschiedenen Weg ein. 
Es sei A-B, gleich wie früher, ein Intervall, das nur 
die eine Wurzel & der gegebenen Gleichung /(x) = ent- 















- hält, und a, ein Punkt dieses Intervalles, so gewählt, daß 


: auch der Punkt 
er f(e) 
—N a 
ve f («) 
' in dieses Intervall fällt. Die Senkrechten durch den «a zu- 
geordneten Punkt M zu den Richtungen AM und BM 


Fa schneiden die Axen in den Punkten A, und B,, deren Ab- 


_ szissenwerte wir leicht ermitteln können, und zwischen denen 


die gesuchte Wurzel & liegt. Die Gleichungen der Geraden 


4 ‚senkrecht zu den Richtungen AM und BM lauten: 


# 





6: 14 = 
| Taf 










re 
© or fe): Ich a 


ne en. 
N TORT:a 2... Be. Pre Io 
na fa) —f(e)-f”(@) = 22 Flo): Ve 

E BORSICHZOE 


Tre oe 
ee orac 

























und ihre Schnittpunkte mit der BES sind: 





A N Pla-Yf?—nf”] 

a ee 

2.1 pncdfntllf FI ea 
an; . @-Af? PP 
(«— A) fd —nf(e) 

AIG OR wu 






=e+ fl) 0 


und analog: 








0: Bf ee 1 

— B) (ff (e) — BO ETGEK: 
Diese Betrachtung vorausgeschickt, erhalten wir. E 
genden 








Ge: Bat flo). 





Satz: Gegeben ist eine Gleichung nten Grades 2 = 
die lauter reelle Wurzeln besitzt. Es sei A4B ei 
Intervall, das nur eine Wurzel & dieser Gleichun 









_ ebenfalls in dieses Intervall fällt. De gesuchte — 
- Wurzel & liegt dann im Intervall BB-A, wobei  . 0° 
4 und B, gegeben sind durch die Formeln: BUN. 
























e BR: N (A) — nf) 
ale MT OF) HIT 
= ; Re —a-+ KC (e—B)f () —nf(e) 





— B) (Fle)- fe) — F?(e)) + Flo): f’(e) 


Indem \ wir nun einen Punkt a,, belegen im Intervall 






2 in dieses Intervall zu liegen kommt, erhalten wir durch die 
en (5) ein zweites Baar von Näherungswerten Se und 










R Über die Genauigkeit, mit welcher die nach dieser Me- 
2 eb berechneten Näherungswerte mit ‚den wahren Werten 


Die Gleichung 4 ten Grades. 
lest ee eure il 


ner —5- —1 liegt, da die Reihe 


a ” 
3 


fed)=+ 181 

f (5) = — 1444 
Ro) 918 
re 
we» 4mn 


























4 Vorzeichen schufen ai 


3 a se =. 
Er SEN 
fd) = un . 
Pe) — 4 
: : Dre 1) er = 72 | | 
deren nur noch 3 aufweist. ER. 


f2) = —1ı 
% (—2) = — 40 


FL) Alak 





eo 1.2.0, 0 a 
et ne 2 


also einen im Intervall 4 5 — —1 liegenden. Wert. 


erstes Paar von Nana Be: 
EEE 3 a0) Fee RE 
Amer 3 (— 1726) + 40 m ; 
RE IT BA91.. 
ee 9 = 1). 7040 — — 2,02491 
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NS 
fer! 
D 
B' 
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Be 
N 
= 
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a») 
5 
SE 
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" suchten Wurzel gelangen wir, Eder wir a, _—_2, a setzei 
Es wird dann: ; 
f (&\) = — 0,003351580672 Be. 
f (a) = — 43,069093888 | 
f'(@) = + 129,764736 


ae he 
Fr ae 


be 
4 
k 


21 $ a Br 
a Fe 
En A et 
“r 


a 
fi 


PER Er 
ur 
Air. 
HL ‚ y 


ie 


und 


a REN 
a K 


PT un Zee 5 


Ex 


lage = — 2,024 — 0,0003: - — — 2,0243. er “ | 


liegt also im Intervall 5, = 4A, 
und 


DE 





DI 
U 
Ir: 








| 





-+890#80'3 — = : 8900000 — F30'3 — 





"SL908S198800° 0 708 —-—=’T 











- + 3999807303 — = : 3969800000 —F30 8 — = 


:60690°8 


x 


% x RO 


wir EN 













Eine zweite Wurzel der tn en: T@): 
liegt im Intervall —2—0, da /(—2) und f(o) entgeg 
gesetztes Vorzeichen besitzen und /’ (x) im betrachteten. In 
vall das gleiche Vorzeichen beibehält. 


Indem wir a=—.1 wählen, wird 


f-U=+% 
fo)D=+6 


‚liegt also im Intervall —2- 0. 


Es folgt nach Formel (5) 





= 2 N a] ee — _ 1 -1.0,0558- 
Ba N REES. 
k B=—1-1. nn rom. = 
EN. Setzen wir nun a, — — 0,95 und für A, — 
en Di = — 0,97, so folgt: 
P f (0,9) = + 0,00576875 
| f (0,9) = + 20,1965 . 
= 270,957 221,99 
und | | 
NUR ee 


f' (a) 
















x —_ "DO: 02. 20, 1965 — "2 5 00576875 Re 
..— 0,02 210, 00576875 - 1,89 — 20 ‚1965°] + 0,00576875 - 20, 1965 


=—J, 9502977:- 













j | 0,02 - 20,1965 — 4 - 0,005768755 | 
+ 0 ‚00576875 - AST ET BA at Take ERS ee Re. 
i 0,02 [0,00576875 : 1,89 — 20,19652] -- 0,00576875 - 20,1965 


08— 0.000273 FE 0.950973° =. 










Das Intervall A, — B, schließt die gesuchte Wurzel ein, 


—0,9502977.. < 2, < —0,950273- 


Eine dritte Wurzel ist im Intervall 0 - —-2 gelegen, da 
Be: die Reihe /(&); ?’(@); f”(@); F” (&); 7” (&) beim ‚Wachsen 
3 des Arguments x von O0 bis 2 einen Vorzeichenwechsel ver- 
















| Als Ausgangswerte für die näherungsweise Bestimmung 
Fe Wurzel &; wählen wir: 


=]; 4=-—0,5; b=1)5. 


— 13 
— 40 
— 18 


‘ 
Ye Bang: 
ee 
a Eu 
SB N ee 
1211] 


. i En = 1 ar u = 0,3 


Re 
1,5-(13.18— 1600) + 13:40 
OH AN HAT 
0,5 (13-18-1600) + 13.40 













Ss 120.00 


yon. 17 0,178..— 0,999, 





‚Indem wir nun Es a, den Ungerihreih Mittelwe 
nr und B, setzen, und als Grenzwerte A: und Bı die 
VERREE TERE 10 bez. —_ 4 mlote © a 
a 3 i Ä at, 6, =: 0, no a g 
3 | f. (0,6) — 28,768. 20 008 
f" (0,6) = — 36,24 


























und 





„fe we 
Er ar a % ae RN 





28,768 — 4-0,9968 


NE RR 0,9968 - 36,24 + 28,768? — 0, 9968. 28, 18 er 


= 0,6 + 0,0295: - — 0,6295: 


a | FB 768 — 4: 0,9968 
Be: er Ber: ‚24428,768°— 0,9908. 28, 768 


— 0,6 + 0,0365: - — 0,6365 


- Wählen wir nun | 
AR A, + Be > 0,638 


und ferner 4’, = 0,637 und BD’, = 0,629, so orhalten wir 
f (0,633) — + 0,027913750163 | 
Be. f' (0,633) — — 29,946500356 
et, f" (0,638) = — 35,171196 
und | | 
ar | tn r ‚(@) — 0,633 + 0,003. = 0,636. - 
TE f (@) Er 
und als drittes Paar von Näherungswerten: 
| 0,004 - 29,946500356 — 4 : 0 ‚027913750163 3 
— 0,004 5 0,027913- - 35,171196 — 29,946 - IE — 0,0279 
8 — 0,633 + 0,000082 - - = 0,633082 - 
BETA | 0,004 : 29,946500356 — 4 0,027913750163 | 
730,688 02T : 35,171196— 29,946. .2]— 0,0279. 
0,633 + 0,001459 - — 0,634459 - Be 





SR = As = 0,633 + 0,027913750163 











| m ein ee von enleworien de Wurzel FR | 
En: die im Intervall 1-5 liegt, setzen wir a = 3. 










9.140 +4 


rs Taeoo] 0 9 00071200. —,0071200 


94140. 4 


EEE ER ES re we 4 
a Bas 1060071 = 9 + 0,0069 3,0069 










Um zu einem zweiten Paar von Näherungswerten zu ge- a, r 
Bag; ne wir Mr 3,007 und als Grenzwerte des Inter- 2 


a = one nn 
:  .f' (8,007) = + 141,727002116 
f” (3,007) = + 247,429764 


j 


a ef — 3,007 3 0,00039. -— 3,00739. - 





gi 8, 007 + 0, 0000602. re 0070602. 


0, 001: 1a, 727002116 ) 
ö, 001 - nei 0, 0189, 247 429764 1 141, 72: 


Kr = 3,0070, 0001359. — — 3,0071359 - 


= 38 ‚007 — - 0 013961380797: 


BE Die gesuchte Wurzel x, der gegebenen Gleichung li 
im | Intervall As B,, es ist also: | 


3,0070602. << 3, 0071859. 


Die Mittelwerte der Intervalle, welche die Ware de 
gegebenen Gleichung beidseitig begrenzen, ‚sind 


— — 2,024072- : [— 2,024078--] 
— — 0,950285- - [— 0,950285- -] 
0,638377:. [ 0,633931--] 
3,007098-.:[ 3,007098. .], 


"Werte der Wurzeln, auf 6 Dezimalstellen genau berechne 
darstellen. 








ae 
NE 





Lebenslauf. 


Geboren in Chur den 20. Januar 1891, durchlief ich 
die Klassen der technischen Abteilung der Kantonsschule 


. ‚Chur und begann nach bestandener Maturitätsprüfung im 
Herbst 1909 meine Studien an der eidgenössischen technischen 


Hochschule in Zürich. Im Sommer 1914 diplomierte ich da- 


selbst zum Fachlehrer in mathematisch-physikalischer Rich- 


tung. Infolge des aktiven Dienstes konnte ich den Wunsch, 
meine Studien noch an einer andern Hochschule fortzu- 
setzen, erst im Herbst 1916 verwirklichen. In der Zwischen- 
zeit übernahm ich einige Stellvertretungen an schweizerischen 
Mittelschulen. Im Herbst 1916 immatrikulierte ich mich 


an der Universität Bern und doktorierte Ende des Sommer- 


Semesters 1917. Die Drücklegung der Dissertation ver- 
zögerte sich abermals infolge wiederholten Grenzdienstes. 

Ich betrachte es als eine Ehrenpflicht, an dieser Stelle 
noch allen meinen hochverehrten Herren Lehrern an der 
Kantonsschule Chur und an den beiden Hochschulen in 
Zürich und Bern den wärmsten Dank für ihren anregenden 
Unterricht und ihr mir erwiesenes Wohlwollen auszusprechen. 
Insbesondere gedenke ich der Herren Prof. Dr. Hurwitz an 
der Eidgenössischen Technischen Hochschule und Prof. Dr. 
Graf an der Universität Bern, welche die Freundlichkeit 


hatten, meine Diplomarbeit und meine Dissertation wohl- 
wollend zu prüfen. 
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